ESTIMACAO

Estimar é utilizar a
informacao da amostra
para “adivinhar” o valor
de 6.

Dois aspectos a ter em, conta:
a precisao e a confianca.

Ideia Importante — Fixada a
dimensao da amostra, quanto
mais precisa a resposta,
menor a confianca que nela se
deposita.

A estimacao paramétrica desenvolve-se privilegiando: a precisao (estimag¢ao por pontos)
a confianca (estimacao por intervalos).



ESTIMACAO

Ter presente que o parametro de interesse 6 pode ser:

e Multidimensional

Exemplo — Suponha que a valorizacao de um activo financeiro tem distribuicao normal
com média u e variancia o2.

Observada uma amostra casual pretende-se estimar u (rendibilidade esperada) e
a?(risco).

e Funcao do(s) parametro(s) da distribuicao

. Exemplo — Suponha-se que o nimero de sinistros originados anualmente por uma
apolice de seguro automovel tem distribuicao de Poisson de parametro A (desconhecido).
Em vez de nos interessarmos pelo parametro (média do fendmeno) podemos estar
interessados numa funcdo de A, por exemplo, P(X = 0|A) = e~*, probabilidade de n3o se

verificar nenhum sinistro. Entdo pretende-se estimar 7(A) = e * que traduz essa
probabilidade



ESTIMACAO POR PONTOS

 Conceitos Fundamentais:

e Estimador: é uma variavel aleatoria, funcao da amostra casual e representa-
se por T(X4, X,, -+, X,;,) = é uma estatistica.

* Por exemplo: T(X{, X5, *,X,,) = X média da amostra

e Estimativa: € um numero assumido pelo estimador para a particular amostra
que se observou. Representa-se por T (x{, x5, -+, x,) € R.

* Por exemplo: t(xq, %o, ,X,) = X

* Dois problemas em aberto:

 Como encontrar estimadores para determinado parametro?

* Encontrado um ou mais estimadores, como avaliar a sua qualidade?



ESTIMACAO POR PONTOS

Método dos momentos

.

IDEIA

Utilizar os momentos da amostra para estimar os correspondentes
momentos da populacao e, a partir dai, estimar os parametros de
Interesse

* Existem outros métodos de estimacao por pontos: Método da
maxima verosimilhanca. ( Nao vai ser estudado este semestre)



Método dos momentos

Momentos da Momentos
populacao tem da.amostra
de existir existem
sempre
,Lli =E(X) — ¥ = 1i1=1Xi
n
Tl_ XZ
up =EX?) = =
n
W =EQXT) = =1 X7




ESTIMACAO POR PONTOS

Método dos momentos
* Formalizagao:

* (X1,X,,++,X,,) amostra casual de uma populacdo

desconflecidos
f(XJ 911 02' T Hk) (@1) 92) Y H;) €0

e Constroéi-se um sistema igualando os k 12s momentos da populacdo aos k 19s
momentos da amostra.

n r

1y
= ¥r(01,02,,600) | = ZEE=y(01,62,,61)

* Resolve-se o sistema em ordem aos k parametros desconheudos gue se admite
ter solucao unica 9 =¢;( Xy, X5, X)) J=1,2,k

* Diz-se que os estimadores 8, 05, -+, 8), foram obtidos pelo método dos
momentos



ESTIMACAO POR PONTOS

Método dos momentos

-Exemplo 1 Considere-se uma populacdo de Bernoulli da qual se extraiu uma
amostra casual de dimensao 1 com o objectivo de estimar 6.

Como se sabe:
© 1° momento da populacdo é u; = E(X) =6
O 1° momento da amostra é X.

o gistema- X =6

o solucdo: Estimador — 6 = X = ==1~¢

Estimativa 6 = x ===~ Cuidado com a notacao !



ESTIMACAO POR PONTOS
Método dos momentos

-Exemplo 1 Considere-se uma populacao normal da qual se extraiu uma amostra
casual de dimensao nn com o objectivo de estimar U e g2

Como se sabe:
o momentos da populacdo: uj = E(X) = 0; ub = E(X?) = 0% + u?

_ n o y. n - y2
o momentos da amostra: X = %‘ e %
| X=u
o sistema-{yn x? o2y g2
n
~ : ~ T e Xi LT = XD oo 2
o solucao: Estimador jg=X= ‘—T , 0% = %—X =S
nooa
Estimativa fi=x====;02=s? Cuidado com a notacéao !



ESTIMACAO POR PONTOS

DistribuicOes por amostragem de 3 diferentes estatisticas para estimar a

verdadeira média de uma populacao (,u) T

T1 TZ

U u H

Qual dos estimadores vos parece melhorentre T{ eT,? Eentre T, e T3

Como avaliar a qualidade de um estimador?



ESTIMACAO POR PONTOS

Propriedades dos estimadores

® Estimador centrado ou nao enviesado

Definicdo: Um estimador T (X4, X5, -*+, X;,) para 8 diz-se centrado ou ndo
enviesadoquando E(T) =0 VO €O

© Observacao:
00 conceito de estimador centrado soé se aplica se existir E(T)

Enviesamento: Se E(T) # 0, entdo o estimador diz-se enviesado e a
diferenca Env(T) = E(T) — 6 mede o enviesamento.



ESTIMACAO POR PONTOS

Propriedades dos estimadores

* Exemplo: Seja uma amostra casual (X, X5, -+, X;;) de uma populagdo de
Bernoulli [X;~B(1,60)]. Serd X um estimador centrado para 8°?

s~ (E) Lo (57 ) -3(5 s) 1m0 =0

Exemplo: Seja uma amostra casual (X, X5, -+, X;,) de uma populagdo
N(u,0?). Serad S um estimador centrado para 2?
E(S?) ="=02 = E(5?) # 0% e Env(§?) = E(§?) — 02 =" =02 — 02 = —02/n

n



ESTIMACAO POR PONTOS

Propriedades dos estimadores

e Estimador Eficiente

 Compara dois estimadores centrados analisando a respectiva dispersao.

Definicdo: Sejam T e T' dois estimadores centrados para 6. O estimador T é mais
eficiente que T' quando Var(T) < Var(T')VO € 0

Definicdo: O estimador T é o mais eficiente se a condicdo Var(T) < Var(T') se
verificar para qualquer outro estimador T' centrado para 6.

© Observacao:
o A eficiéncia exige a existéncia de momentos de 22 ordem dos
estimadores.




ESTIMACAO POR PONTOS

Propriedades dos estimadores

d,(t|¢) =» Distribuicdo por
amostragemde T

Distribuicao por

9.(16) _>amostragem de T’

O estimador T é mais eficiente que T'



ESTIMACAO POR PONTOS

Propriedades dos estimadores

 Uma vez que a eficiéncia esta associada ao conceito de estimador
centrado, que fazer quando se quer comparar estimadores
enviesados?

Erro quadratico médio

Definicdo: Seja um estimador T(X{, X5, -+, X;,) para 0. O erro quadratico médio de
T é dado por EQM(T) = E[(T — 0)?] = Var(T) + [E(T) — 6]?

© Observacoes:
o Se o estimador T é centrado, EQM(T) = Var(T);

o O estimador T é “melhor” que T' quando EQM(T) < EQM(T')V 6 € @



ESTIMACAO POR PONTOS

Propriedades dos estimadores

e Estimador consistente

* Exige-se como condicao minima para um estimador ser um “bom” estimador
gue a precisao do estimador aumente quando aumenta a dimensao da
amostra.

T 7.2: As condicbes lim E(T) = 0 e lim Var(T) = 0 sdo suficientes paraque T
Nn—>00

n—>00

seja estimador (simplesmente) consistente para 6

O Observacao:
o A consisténcia nao € uma propriedade muito selectiva.

o Um estimador que nao seja consistente nao deve ser utilizado.




ESTIMACAO POR PONTOS

Propriedades dos estimadores

* Exemplo: Seja uma amostra casual (X, X5, -+, X,,) de uma populagao
Po(A). O estimador centrado paraT(X, X5, -+, X,,) = X serd um
estimador consistente para A?

s~ (E) Lo (57 ) -3(5 s)~honi =

lim E(X) =lim 41 =21

n—0o n—00

> i=1 X 1 n 1 A
Var(X) = Var =—Var(z Xi) — %A = —
=1

n n? n? n

_ A
lim Var(X) = lim — =20

n—00 n-ocon



ESTIMACAO POR PONTOS

Propriedades dos estimadores obtidos pelo Método dos Momentos

Em condicdes bastante gerais, sao consistentes e possuem distribuicao
aproximadamente normal quando a dimensao da amostra € muito

grande (distribuicao assintotica).



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Estimacao por intervalos privilegia a confianca

Amostragem
Erro Intervalos de
de Confianga

Amostragem




ESTIMACAO POR INTERVALOS

' ‘ |




ESTIMACAO POR INTERVALOS

VARIABILIDADE DA AMOSTRA
Para diferentes amostras da mesma populacao as estimativas assumem
diferentes valores

!

x = 130grs X = 153grs

- 4 7

Variacao devido a amostragem

ERRO DE AMOSTRAGEM (&)



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Quando estimamos um parametro de uma populacao é pratica comum
exprimir a estimativa sob a forma de um intervalo. O intervalo de confianca

indica a precisao da estimativa associada a um grau de confianca fixado.
Estimativas por intervalos

Estimativ
—— e —@— |

pontual

Peso médio
esta entre

Peso médio
esta entre




ESTIMACAO POR INTERVALOS

O intervalo de confianga (6 — ¢,0 + ¢ ) indica a precisao da estimativa associada a

um grau de confianga fixado. Verdadeiro valor do
/parémetro na populacao
Estimativa ~__ A A
6—¢ 0O 0+ ¢
— |
N —— N ——
€ €

N

Erro de amostragem\margem de erro — medida de precisao

O que afecta a amplitude do Intervalo de confiang¢a?




ESTIMACAO POR INTERVALOS

1. Variacao na populacao

Populacao com Populacao com
peguena variacao grande variacao

- GDOWC” I -
y g @ Yo oW .P@
o GOV 16 G
) @ G@n W
© ©_ “Ses @ie’
D DR D O : «‘-97\
Sz Oi? \ c §1-21 s? =152 s2 =283

Intervalos de confianca com Intervalos de confianca com
pequena amplitude grande amplitude



ESTIMACAO POR INTERVALOS

2. Variacao na dimensao da amostra

Amostras pequenas contém
pouca informacao e variam

mais umas das outras Amostras grandes contém
mais informacao e variam
menos umas das outras

Intervalos com

Intervalos com maior amplitude menor amplitude



ESTIMACAO POR INTERVALOS

3. Variacao no grau de confianca

Intervalo de confianca a 90%

@

Intervalo de confianca a 95%

i - I
Intervalo de confianca a 99%

Quanto maior o grau de confianca maior a amplitude do intervalo



A média da
populacao varia
entre ...

A diferenca entre as
médias de duas

populacdes varia
entre ...

ESTIMACAO POR INTERVALOS

A variancia da
populacao varia
entre ...

A proporcao na
populacao varia
entre ...

A diferenca entre as

proporgoes de duas

populagoes varia
entre ..



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Calculo do intervalo de confianca a (1 — a) * 100% para o parametro 6

Seja (X1, X5, :, X,,) amostra casual de uma populacdo f(x,6),0 € 0

Intervalo aleatorio para 6
Se T1 — Tl(Xl,Xz,'”,Xn), TZ — TZ(XliXZI.“IXTL)I T1 < Tz, com
P(Ty<0<T,)=1—a VO€EO, 0<a<1(andodependede ),

Entdo (T1, T,) é um intervalo aleatdrio para 8 de probabilidade 1 — «.

Intervalo de confianca para 6
(x1,%,,+**,X,,) amostra particular realizacdo de (X1, X5, -+, X,,)

t; = T1(xq, x5, ,x,), t, = Ty (xq,%x5,+,X,,), valores assumidos por T; e T,

A qualquer intervalo (tq,t,) concretiza¢do do intervalo aleatério (T, T,)
chama-se intervalo de confiancaa (1 — «)*100% para @




ESTIMACAO POR INTERVALOS

Calculo do intervalo de confianca a (1 — a) * 100% para o parametro 6

e Comentarios:

O As definicbes foram apresentadas para 6 e ndo para 7(8) para simplificar a
notacao. A generalizacao é imediata.

O SO se atribui probabilidade ao intervalo aleatdrio.

o O conceito, tal como o vimos, é valido para R. Nocasode 7(8) € R¥, k > 1
é necessario estendé-lo para regioes de confianca.



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Interpretacao frequencista do

intervalo de confianca

Seleccionadas varias amostras de idéntica dimensao, da
populacao em estudo, e calculados os correspondentes
intervalos de confianca, cerca de 100(1 - o) % dos intervalos
calculados contém o verdadeiro valor do parametro 0.

20 amostras = 20 1. C. a 95% para u

Este intervalo nao contém
FE&O T o verdadeiro valor de n

FELHO +— I
g = FEZ20
FEO0 1

FTEO T




ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a média (variancia conhecida) — Populacdes normais
Grau\nivel de confianca=1—a = 0.95=> a = 0.05

.z )?— Za; P\—Za) < T <Za; )=1—«
Variavel T — U ~N(O,1) /2 ( /2 /2) 0.025 0.95 0.025

Fulcral 0}
Vn

; 196 196
X —Za/ \/_<,U<X +Za/ \/_ —za/, “a/,

Intervalo aleatério para u = (X — X + ) X —u
—Z(,z/2 < O'/ < Za:/2

1 Margem de erro \/ﬁ

Intervalo confiangcaparapua (1 —a) *100% =




ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a média (variancia conhecida)

Exemplo: Populacdo X~N(u,o? = 605)
Grau\nivel de confianca= 0951 —a = 0.95< a = 0.05

Seja amostra casual (807.7, 790.7, 818.8, 853.4,858.6)=>n =5, x = 825,84

iy X -
Variavel fulcral = T = — &
/v

= Zy 025 = invnorm(0.025,0,1) = —=1.96 ou  Zzggy5 = invnorm(0.975,0,1) = 1.96

~N(0,1)

Margem de erro - € = 1.9624\’/5397 =2156 > X —2156<u<X +21,56

Intervalo aleatérioparap = (X — 21,56 <u <X + 21,56)

Intervalo confianga para u = (825.84 — 21.56, 825.84 + 21.56) = (804.28, 847.4)



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Efeito da dimensao da amostra na amplitude do Intervalo de confianca para a média

Exemplo (continuacdo): Populacdo X~N(u, % = 605)

Grau\nivel de confianca= 0951 —a = 0.95< a = 0.05

Amostra anterior: n = 5, x = 825,84

I.C.parau = (804.28, 847.4)

Amplitudedo I.C.= 43.12

Amplitude do intervalo de confianca
reduz-se quando aumenta a dimensao
da amostra

Amostra:
{807.7, 790.7,818.8,853.4, 858.6, }

798.6,812.2,813.1,839.4,812.8
n =10, x = 820.53
I.C.parau = (805.28, 835.78)

Amplitude do I.C.= 30.49




ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a média (variancia desconhecida) — Populacdes normais

Grau\nivel de confianca= 1 —a = 0.95=> a = 0.05

iy X — ta) :P(—ta;, <T <te, )=1-a
Variavel 1 = — s ~t(n — 1)% 0.025 0.025
Fulcral S \/_
n
v S’ <X 4t S’ —tay, fa;, tn—1)
~ ta;, u «,
2 Vi 2 Vi

Intervalo aleatério para U= — tay, X + tay, j_ﬁ) _
X —u
—ta/z < S'/ < ta/z
Vn

Intervalo confianca para u = (X — lay, \/— x + tay, _)



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a média (variancia desconhecida)

Exemplo: Populacdo X~N(u, 62), u, 0? desconhecidos
Grau\nivel de confianca= 0951 —a = 0.95< a = 0.05
Seja amostra casual (807.7, 790.7, 818.8, 853.4, 858.6)=>n =5, X = 825,84,s’ = 29.352

X —u

—~t(5—1
S / ( ; ) 0.025 _ 0.025

Variavel fulcral =T =

-2.776 2.776 L)
= 097 = invt(0.025,4) = —2.776 ou t(;3"° = invt(0.975,4) = 2.776

29.352
V5

Intervalo aleatérioparapu = (X —36.44 < u <X + 36.44)

Margem de erro-e = 2.776 = 3644 = X —-3644<u<X +36.44

Intervalo confianca para u = (825,84 — 36.44, 825.84 — 36.44) = (789.40, 862.28)



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Efeito da variacao do grau de confianca na amplitude do Intervalo de confianca
para a média (variancia desconhecida)

Exemplo: Populacdo X~N(u, 62), u, 0* desconhecidos
Amostra anterior:n = 5, x = 825,84, s’ = 29.352

Grau de confianca = 0.95
©1—a=095<a =0.05

0.025 _
tiyy = —2.776
I.C.parau = (789.40, 862.28)
Amplitudedo I.C.= 72.88

Grau de confianca= 0.99
S1l—a=099ea=0.01

0.005 _
tgy = —4.604
I.C.parau = (765.40, 886.28)
Amplitudedo I.C.= 120.87

confianca

A amplitude do intervalo de confianca aumenta quando se aumenta o grau de




ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a variancia — Populacdes normais

Grau\nivel de confianca= 1 —a = 0.95=> a = 0.05

Variavel (Tl — 1)5,2 2
Fuleral | = 52 ~X(n-1) N

(n—1)S"? 2o (n—1)S"?
q1 d>

1 (n-1)812 (n—-1)Sr2

Intervalo aleatdrio para 2 = ( V.
1 2 (n—1)S"?

1 q1 < g2 <q;

. n—-1)s? (n—1)sr?
Intervalo confianca para g%= (( q) ,( q) )
1 2

Tabela
2 2 2
XorsS XS Xoss

Critical Values

‘qul , @2
X(0.975) X(0.025)




ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a variancia — Populacdes normais

Exemplo: Ao investir em accoes, geralmente ha um trade-off: risco vs rendimento.
Em termos financeiros, "risco" € sindbnimo de variancia no valor das accoes.
Algumas accdes sao estaveis (baixo risco), mas oferecem baixos retornos potenciais
(GE), outras variam descontroladamente (maior risco), mas oferecem retornos

potenciais mais elevados (Apple).

Suponham que compramos accoes da GE e da Apple e as mantemos por um ano.



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a variancia — Populacdes normais

Exemplo (continuacao):
Rendimentos das accdes em percentagem

70%

s
c\f-/ A4 /\l/ “'\."‘\ 00"
N / / o\ /,\vA
5 AR T PP e S0
/- / v b' ’\ Jv //1‘;_, \\ / ‘\\ i
g \ v ~
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J J \ !
/"\ r J NJ "‘~/‘\I - 30w
// 7\ Vi-J
S - 0\ 20%
J/ & N ot
gl e § /\/\f—\»\ _// \J/ e S
i T -
/__.m»,/\-/\“\//- NAar \\\. ~ o
2012 Feb Mar Apw May T 7 et Aug Sep Oct Now Dec

General Electric vs. Apple, Inc.

Pense em cada tipo de accao como um voo. Qual o vb6o que vos deixara mais
enjoados devido a turbuléncia?



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a variancia — Populacdes normais

Exemplo (continuacao):

0 [

Mean Monthly Return

January 2012 0.043869 0.119655 11.97% GE = 1.61% AAPL = 2.35%
February 2012 0026947 0.172533 z.m 17.25%

March 2012 0051809 0.100103 5.18% 10.01% 5
April 2012 002451 -0.026306  -2.45% -2.63% Monthly Return Varlance, s
May 2012 002567 -0010762  -2.57% «1.08%

June 2012 0.096491 0.010796 9.65% 1.08% GBie:25:89 Alkli=ZS:50
July 2012 000444 0044801  -0.44% 4.48%
August 2012 000198 0089724  -0.20% 8.97%
September 2012 0099801 0002791  9.985% 0.28%
October 2012 0.07535 -0.113841  7.53%  -11.38%
November 2012 0.003376 -0.012450  0.34% -1.25%
December 2012 0.002404 -0.095123 0.24% “9.51%
Mean 0.016063 0023493  161% 2.35%
Variance 0.002590 0.007330 25.89 7330
Standard Dev. 0.050890 0.085618 5.09% 8.56%



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a variancia — Populagcdes normais

Exemplo (continuacdo):




ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a variancia — Populacdes normais

Exemplo (continuacao):

GE 2012 MONTHLY RETURN VARIANCE

Chi-square Distribution, df = 11
XGE =1. 6 1%

Standard Deviation
3.60%< 0 <8.63%

Due to the shape of the
chi-square distribution,
more variance frequency is

: located at the lower end.
RAPSq < 74.55

' 12.99 1455

Amplitude do Intervalo = 61.56

AAPL 2012 MONTHLY RETURN VARIANCE

Chi-square Distribution, df = 11

XAAPL == 235%

36.78< g £211.07

36.78 211.07

Amplitude do Intervalo = 174.29



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a proporcao — Populacoes Bernoulli

Grau\nivel de confianca= 1 —a = 0.95=> a = 0.05

X_H Zay P(—Za/2<Z<Za/)—1—a
Varidvel 7 — — — ~N(0,1) 0.025 0.025
Fulcral \/X (1-X) 0.9
n
— — —Zay, Za/, N(0,1)
_ X(1-X) _ X(1-X)

X—Za/2 <u<X +Za/2

\ n \ n
1 \ -

—Za/ <
— Y (1—% — Y (1—% 2 2
Intervalo aleatério para u = (X — Zay, X(ln X+ Zay, X(ln X)) \/X (1

Intervalo confiang¢a para u = (3? — Zay,

x(1-x) _— x(1-x)
- , X +Za/2 )



ESTIMACAO POR INTERVALOS

Intervalo de confianca para a proporcao — Populacoes Poisson

Grau\nivel de conflanga— 1—a=095=>a =0.05
Zay, P(—Za'/z <7Z< Zay, ) =1—a«a

Varidvel 7 — ~N(O 1) 0.025 0.025
Fulcral \/?
n
— — —Zcr/2 za/ /o N(0,1)

_ X X

X — Za — <A< X + Za —

/2 n / n

X —

\ 1 \
_ ¥ — —ZCZ/ <

Intervalo aleatdrio para A = (X — Z“/z\/;’X + Za/z\/;) \/Z

1 n

Intervalo confianca parad = | X — Zay, \/% X + Zay, %)

< Za'/2



